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С. А. АБЛ АКИМОВ А, Э.Р.АТАМАНОВ

М НОГОМ ЕРНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ  
ПСЕ В ДО Г И! IE Р БОЛ И ЧЕС КО FO УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим псевдогиперболическое уравнение

и« =  (Д и), + а(Ди) -t X  o,(tx) -t- q ((,?)u  + f  (t,x)

и!,=0 = ф(А'); и , I ,=n =Ц/(х),
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Ш

где te[0 , Tj, x ^ ( x h . . ,  x„.L x,J eR", x = (x ,..... x j  e.Rn l,
а - известное число, о,(t, x )  и f(t,x) известные непрерывные функции b
области [0, t]x R \ i = l , . . . ,  n, ф(л) и v[/(jc) -  известные непрерывные функции 
в области R".

Требуется найти q ( t," x ) ,  если известно решение задачи (1) -(2)Щ  
точках плоскости

„ |x_i0 = F(f,.?), x e R n' .

Предположим, что в области R"'1 выполняются условия согласования

F(0, х) = ф (г , 0 ), F( (0, г) = ц/ (?, 0). (4)

Псевдогиперболические уравнения возникают в теории-; 
нестационарного течения вязкого газа, при конвективной диффузии солей; | 
в пористой среде, распространении начальных уплотнений в вязком газ® ; 
[1] . Обратные задачи для псевдогиперболического уравнения впервые,* 
изучались, по-видимому, в [2 ] , позднее ряд некорректно поставленный 
задач такого сорта рассматривался в работах [3 ,4] .
Введем обозначение

W(trr) = l!,(? ,x),

Тогда

л'1 '
U (t,x ) =  jV(*,x)A +«0(x).

Учитывая (5) и (6), уравнение (1) запишем в виде

ДW  =  - \cAW (s,x)ds + H ] . - ^ a X l ,x ) \ ^ ^ ^ d s - q ( l , x i \ w i s , x ) J s -

-q(t,r ) cp(jr) + fi(t,x), (7)1

1

где

-  - aA ,p(x )-2 ]a  (/,A -)^-f(tvv). 
i=i - ox. (8 )

Используя резольвенту R(l,s) = -a ‘"(, s) ядра [-a] , из (7) получим 

Aw =  \V, - V a  (/,x)j 511 ^pX~ds -  (/(I,у)Jw(.v,x)ds -  q(t, x  ) ф (х) +  f)(t,x )-
• I о О

-  E « ,(• '■ .* ) J  -  ф ,х )\ » ’( т .х у / г  -  Ф ,  x)ip(x) +  / ( * , * )
i=l n OX,- I ‘ \ds.

(9)
Интефируя по частям и учитывая условие (2), имеем

J ae““(ts) ws(s r̂)ds= aw(t,x)ds-ae'a' vj/(x) - a 2 J e“a(1's) w (s,.x)ds (10)
0 0 
Учитывая формулу (10) и вводя обозначение

f2 0 д )  =  - fi(tA) +  j  а е_а<м) f2 (t, .x)ds - а е л1 v|/(x), ( 1 1 )
О

уравнение (9), запишем в виде

w ,(t,x ) =  A w  +  a w (t ,x )  +  г) j  — - ~ л +^(л ?)}м^ ,л-х/л + с] (1 ,? ) ф (х)-

-a2 f e~“(t's)w(s,x)ds-

- \ с У] (.у, .t)J—‘ ^ ——dr + q(s, дг)j  w(r, x)dr + q(s, x)/p(x)

Введем обозначение

Тогда из (12) имеем
—  d2w

V ( t a )  =  .

|*+f2(t,x). (12) 

(13)

V (t,x)=w t( t ,x ) - y  — -a w ( t ,x ) -  | > , ('•*)} -  q( t ,x ) jW(s, x)ds -

- q ( t ,x )  ф(х) +  o r  |  e 'a(t‘s)vv(srx)ds +
n

+ 'ja c  r," 1> ^ - d r +  q(x,x)\w(r,x)dr + q(s,x)ip(x) U - f 2(t,x ). (14)
n L"1 n Q

Отсюда полагая x n = 0  и учитывая условие (3), имеем
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V(t,A') I л „,,=Fu(t ,F )-

-  Y J—^ Г ^  -  al-':(/,x) -  ^o.V.jr.O)}-7— <̂Zv -  a„(/,x,0)J
dx.

-q(t,.v) [ j  Fs(s, v )ds + <p(r ,0)] + a 2J e ^ (,~s) Fs(s, ,v)ds +

ds-

-a(t-s) Ы  . . v ‘rdF,(T,x)+  J a e - “(!'s) \ z « X ^ , 0 ) j
я j_ >-i 0

+cl( s> * )j jl',(T,x)c/T+<p(x,0)

ЭХ;
+ at СТ1(т,Л-)|

k/r +

) * - / ( / ,  jr. 0).

Учитывая условия согласования (4), можно убедиться, что

J Fs(s, i ) d s  +  <p(r,0) =  F ( t ,  л)
О

Предположим, что

-  F(t, г ) * 0

(151

(16);

(17)!

при всех (t, X) 6  [0, т ] X R"'1 . Тогда, учитывая (16) и (1 7 ), из (15) имеем 

q(t,3F)-J a e ^ (t-s® ^ q ( s ,3 F ) d s - v ( t )x ) j , ^ - a „ ^  * ,0 )  }|
О V. > /

dw(s, х) I
дх„

№  +

+JJ ае«™а„(*,х,0)
о о

где
дхп

dtds +  f3(t, х ) , (1«)1

' a e _a(t's) a,(s ,x ,b ) \-Fr^ ' X- d zd s  - f? (t, ,r ,0),
n СЯГ.+ z  I1=1 о

f? (tpr) определяется с помощью формулы (11) и (8 ).
Уравнение (12),дифференцируя по х„ и вводя обозначение

z  (t,x) =?- дн(1,х) 
дх_ ’

имеем

где
z  ,(!,х) = A z  + M /q, z, u'Vi.... 1(1,x),

(19)

(20) 

(21)
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M [ q , z , ."'v..-.,.... *J ( l , x ) = a z ( t , x ) +

+ £ M ^ ) j  J  Л((/,Х)} ^ Л +  q ( t ,x )  jr(r,?)rfv + J

- a 2f  e”a(‘"s)z{s,jc)ds-

| a  e-"1' °! £>,.(*,x)j”————-</r + </(.v,,v)Jz(r,.v)c/r + c/(.v,f)
3v„

Теперь дифференцируя уравнение (21) по л-„ и учитывая обозначение (13), 
(20) и (22), имеем

V t= A v + N [q ,v ,u.vi.... и'л_,гл. ,...,г,т vV|..... ] ( U ) ,  (23)

где

N[ q, v, i f V i , ,rv> 4 . ] ( t , x ) = a v ( t , x ) +

+ r ^ 8 1a,{l,x) r Siv(.v,x) ^&,(<,jr)'f c)z(.?,x) J ^  Jr cb’U.x) .
2-,— 57— J — — ds + 2L —Г---- J—----- ds+ ) a ( t , x ) \  —-— -ds + q(t x) X

&: n йх, t r  ar„ * &, t ;  J0 * , n  ’

<1 f v(i\ x)ds +
L"

dx, 

d<p(x) - a 2} e ^ (t"s) v  (s^c)ds-
dx„

_ j a  e- ^ - . > [ ^ 1 ^ 4  + ± a X s , x ) \ ^ l d r  +
ch>(z,x)

dx~ dx.

+ q(s, ,v)J l'fr, x)dr +c/(s, x ) +
0 or,

Ясно, что

(24)

\v (0 ,x )  =  V  ( x ) , X  e R n , (25)
z(YJ,xj =  M>v_(r), х е Г ,  (26)

%  v (0 ,x )  = ^  (г), х е Г  (27)

Используя формулу Пуассона, из (12), (25) имеем *

W (t,x ) =  jG(jr,/,f,o)\|/(£)dS +  j  dx jG(x,/1| t.r)L[q,«-, »■„, ](x£)d £d -c ,
R" 0

(28)

где $==( £

L [q ,w ,ir,,, ] ( U ) =  a w (/,x )+ f;-4 (/,x)J ^ r ^ d s + <-/(лf )[j Ил-,*)</л+ф (х)]-

- a 2J e”ra(,"s) \v (s,x)ds-

- i c ^ f l l(.v,jr)|^^^-</r + 7(*,jr)Jii'(T1.v)rfr + q(s. \ )//>( v)
i-1 Л П

р ч  / 2(ЛД



G (x ,/,£ , г) =  (2%й / - г ) )  " cxp[-(x-^ )2 /  (4(t-T))j.

Аналогичным образом, используя формулу Пуассона, из (21), (26) и (23м  
■{21) имеем

7М ,х )  =  jc;(A-,/.<f,0)vj/._(^)dc +

+ }  dx jG(.v,/,^,r)M [q, 1У, .... wXm,z  ,...,sx ](x,£)d£.dx, (30)i;
" *■ " ,a 

V (t ,x )=  |С(х,л£.0) 1|Ь,_ (<f)d  ̂+

I .. ' *

+ J  dx J c ( x , a r ) N [ q ,k . , ^ .... „ч ; Гч.....Г , . , , ] (x,4)d^dT.  (31)'
•  0 R "

Полагая в (31) x„ '= 0 , имеем 

Y ( t ,r .0 ) =  jG (J F ,/,£ 0 )\|/^ (£ )d £  +
Я" ; У/ •

+ j  d x J C (f,/.£ r )L [q , . . . v ..,v, ] (x £ )d £ . (32)'
о '

Дифференцируя по .г,- (28), (30) и (31), получим

Я* -

+ |  dx Jtf* (* ,/,£r)M [q , «•, .....1 1 ^ ,2  .... г, ,v  ,»>, ] ( x ^ ) d t ,
O R " ’

(33) 1
2V1 (/.x ) =  | g ;  \\) , (4) dc, +

я"

+J dx J<£(x./.£r)N[q, z, .иЧ , г , ... ](x,4)d4, (34) 1
'0 R" ■*
(t,x) = jsor,/t?,dj\|/'fc-  ̂(̂ ) d£, +

+ j  dx jG (*,/,£r)N [q, v, ....,ч , ..........-\.,v ...,> -J(T £)dS .
11 . /Я" ’

Полагая в (33) для >vTj (t,x) x„ =  0  , имеем 

j l G ( x j , l 0) L.=„ V (£ )d £  +
R"
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(35)

+ j  dx J[ G(x,i,4,T) 1, ,, L f q , ] ( *, £№•
<> R “

Подставляя (32) и (36) в (18), получим

q(l; х >= IV a e  <,u's) ф Щ .  q(s4 x )ds- у  f_ (£) d£, -
Г, „■

- J dx jG (x,/,£,r)N[q, v, , .ч’л; ,г Л., ,гд_ , . ](x,^)d£, -
о /?"

- a„ (t,f ,0) j  { {[ G(JF./,£T) v |/« )d£  +
° . . j?" . , • • •,

+ f  dx jj  L [q ,и', ,.,-J(x^)dE,.}ds +
0 R"

+ j j  a e _<x(, s) Q„(s, x ,0) { J[ GA>(x,/^,o) I>=0 v|/(<f)d£, +

(36)

+ j  d v \{G ^(x j,4 ,v)  L[q,w,H't ,...,wj(J(v,£,)d£1.}dxds + f 3(t ,x).  (37)

Таким образом, для определения неизвестных 
q(t, х ) :v(t,x), w(t,x), z(t,x), vTi (лх),. .Я_ (/.x),^(/,x),...,wx> (/,x),7, (t,x),...,zx (t,x) 
полним  замкнутую систему 3n + 4 нелинейных интегральных уравнений 
Вольтерра второго рода (28), (30), (31), (33), (34), (35) и (37). Поэтому при 
малых Т система однозначно разрешима, т е  справедлива следующая 
теорема.

ТЕОРЕМА. Пусть: 1) <р(х), irfx) , , ~ rv  0=1. 2,..., п)-
сх: ах; ах, сх;дс‘ ах,

-ограниченные и непрерывные функции в /Г ,

% »,г«А  2 f 3 .сТхл сх; w ,
- ограниченные и непрерывные функции в области [0, Т] х  I f  ;

3) F(t, х )  * 0  при ((, х )  е  [О, Т] x  l T 1 и F(t, x ) , F,i (I, х ) , ~  F, (I, х )

8'F^ ' X  ̂ (j = / 2,..., п-1) - непрерывные и ограниченные функции в  области
:: дх,

[О, Т] х  Тогда существует полож ительное число 7 такое, что
обратная задача (1)-(3) имеет единственное реш ение q(l, х )  в 
пространстве С(10. Т]; / Г 1), где C.(f0, TJ; !?"') пространство  
ограниченных непрерывных функций в области [О, Т] х  /?' .
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К ТЕОРИИ Н ЕЛИ НЕЙН Ы Х ВОЛНОВЫ Х УРАВНЕН ИЙ В ЧАСТН Ы Х  
ПРОИЗВОДНЫ Х ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

В'настоя-щей работе авторы исследуют нелинейные дифференциальные 
уравнения четвертого порядка вида
и„( t ,x )  -  и„  -  ит  + (Л (/,х )м 2( /,х ) )„  + ulm ( t,x )  = f ( t , x , u ( t , x ) ) , (1)

с начальными условиями и (0 ,х ) = (р(х), ur(0 ,x )  = t//(x ) .  (2)

Задача (1)-(2). при f ( l , x ,u } = 0 ,  A ( t ,x )  = 1 изучалась многими 

авторами1. Такое уравнение в литературе называется волновым уравнением 
типа Буссинеска. Уравнение (1) с начальным условием (2) принадлежит к 
регуляризованным уравнениям типа Буссинеска [1-3].

Предположим, что Л (? ,х )е  С(и1)([0 ,Г ]х  R ), 

f ( t , x , u )  е  € ( [ [ 0 ,7 ] х R х R )  u  L ip{b\u) , < р{х),у(х)  е  С2 ( R ) .

Задача (1)-(2) сводится к интефальному уравнению следующим  
методом: положим

u „ - u xx= z ( t , x ) - A ( l , x ) u 2( t ,x ) ,  (3)

где z ( f ,x )  -новая неизвестная функция, подлежащая определению.

Тогда имеем

=*г* , - { А (1' Х) и2 (*•*))„• (4)
Из (3) и (4) вытекает, что

«„ + (A { t,Xy  ( t ,x ) ) B + u,lxx = z„  + zI - A ( t , x ) u 2( t ,x )  . (5)

Учитывая (1) из (5), получаем

иа ~ ихх ~ и*х*х + (А {(’Х)и)*х + и,сс = / ( (>Х’и ) = 2х* + 2 ~ А {1’Х) и О’*)-
О ^ ю да для определения неизвестной функции z ( t ,x )  получаем уравнение 

zxx( t , x ) - z ( t , x )  = f ( t , x , u ( t , x ) ) + A ( t , x ) u 2( t ,x ) .  '  (7)

Из уравнения (7) неизвестная функция z { t ,x ) выражается через функции 

u ( t ,x ) в виде:

z ( t ,x )  = j s m ( x - 5 ) [ / ( r , x , M(?,x)) + ^ (f ,x )M2(/,x )} f5 . (8)
—<30 ■

В самом деле,

2, =  j c o s  { x - s ) [ f ( t , x , u ( t , x ) )  + A ( t , x y ( t , x ) y s

za  — /( /,х ,м (/,х ))  + A (t,x )u2( t,x ) -  j s in ( x - 5)[/(? ,x ,« (/,x )) + y4(/,x)«2(/,x)]a!v-(9)
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